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KARMASIK SAYILAR
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Sanal Sayi Birimi

x—2=0,3x+1=0,x2—4=0 denkleminin her birinin ¢c6ziim kiimelerini bulmayi daha &nceki
yillarda 6grendiniz. Bunlari tekrar hatirlayacak olursak;

« x-2=0—» x=2 —> ¢={2}

R

e xX2-4=0—>» x2=4 — 3 x=2 v x=-2

Yukaridaki ¢oziimlerde de goruldugi gibi; verilen denklemlerin her birinin reel sayilardaki ¢6ziim
kiimeleri bos kiimeden farkli birer kiimedir.
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Simdi de x? + | = 0 denkleminin reel sayilar kiimesindeki ¢6ziim kiimesini bulmaya caligalim.

x>+ 1 =0 —> x2=—1 olur.

Reel sayilar kimesinde karesi — I’e esit olan bir say1 bulunmadigindan x2 + | = 0 denkleminin (reel
sayllar kiimesindeki) ¢oziim kiimesi bos kiimedir. Unlii matematikgi Euler su tanimi yaparak bu tiir
denklemlerin ¢6ziilmesini saglamistir:
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Karesi — | olan sayiya sanal (imajiner) sayi birimi denir ve i ile gosterilir. Yani i2=— | veyai=+— | dir.

Bu tanimdan yararlanarak x2 + | = 0, x2 + 4 = 0 gibi denklemleri ¢6zebiliriz.
* X2+ 1=0—> xX2-(-1)=0 xX2-2=0——> (x—i)(x+i)=0—> x=i ve x=—idir.

m poxzitif bir gercek sayi olmak iizere, Y- m =iV m dir.

V_4=2i, J-9=3i, vo12=2V3i, +-16 =4idir
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i‘nin (Sanal Birimin) Kuvvetleri

Yanda elde ettigimiz sonuglara gore, i’'nin tam say: kuvvetlerinde i,

— I, —i, | dortlisiinin tekrarlandigini goririiz. Bu durum, n €N
i2=—| olmak uzere,
B=i2. i=—1.i=—i I, k=4n
4 — N — — i, k=4n+ |
= (2= (17 = | o = L
S=it.i=i =l k=dn+2
=it i2=—| —i, k=4n+3
.7 - .4 .3 - _ .
F=rd : biciminde ya da kisaca m, n € N olmak Uzere,

i"*m=im biciminde gosterilir.
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Karmagik Sayilar

i2=—1 ve a, b € R olmak uizere, a + bi biciminde ifade edilen sayilara karmagik (kompleks) sayilar denir.
Karmasik sayilar kiimesi C ile gosterilir ve C =-[z: z=a+bi,abe R]-dir.

z = a + bi yaziligina karmagik sayinin standart yazilisi denir.

a'ya karmagik sayinin reel kismi denir ve Re(z) = a olarak gosterilir.

b’ye karmasik sayinin sanal (imajiner) kismi denir ve Im(z) = b bigiminde gosterilir.
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ORNEK

i2 = — | olmak uzere,

Z =il + j2000 + jl46 olduguna gére Re(Z) ’yi bulunuz.
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ORNEK

P(x) = 2x'2! — 3x%0 + 2x8° — x* + x30 polinomunun x — i ile bélimiinden kalani bulunuz.
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ORNEK

i2 = — | olmak uzere,

50

Z i" toplaminin sonucunu bulunuz.
n=|
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Iki Karmagik Sayinin Esitligi

Iki karmasik sayinin esit olabilmesi igin reel ve sanal kisimlarinin ayri ayri birbirine esit olmasi gerekir.

Z)=at bi_ ]. verildiginde
z,=c+di

Z,=Z,—> a=cveb=ddir
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ORNEK

(I +i).Z-3+i=1-i olduguna gore Z ‘yi bulunuz.
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ORNEK

Z-3i=(2-i).Zise Z ‘yi bulunuz.
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ORNEK

Z+1+i=2.Z-2i ise Z ‘yi bulunuz.
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ORNEK

2%Z+3Z=6-iiseZ ‘yi bulunuz.
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Karmasik Diizlem

Karmasik sayilarin, analitik diizlemin noktalariyla birebir egslenmesi ile olugturulan dizleme karmasik
duzlem denir.

y sanal
4 eksen x eksenine karmasik diizlemin reel ekseni, y eksenine de
karmasik diizlemin sanal ekseni denir.
5 |Eoeaes o Z=abi
|
1
1
1
1
1
: —> X
a reel

eksen
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Bir Karmasik Sayinin Eslenigi

Z = a + bi'nin reel eksene gére simetrigi olan a — bi sayisina Z’nin eslenigi denir. Z = a — bi biciminde

gosterilir.
Y
A
Bir karmasgik sayi ile eglenigi, reel eksene gore simetriktir.
y4
b|----- *
l
1
1
|
: » X
0 | a
I
|
|
I —
_ b —————— °7
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[ ]
N
-+
N
N
|
L)
=+
N
N
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Ikinci Dereceden Bir Denklemin Sanal Kéklerini Bulmak

a, b, c € Rvea#0icin ax? + bx + ¢ = 0 denklemini ¢ézerken,

—bt VA
A =b2—-4ac ve x,, = N olmak Uzere;
a

* A > 0ise denklemin farki iki gergel kokiinin,

A =0 ise denklemin esit iki gercel kokiiniin,

« A <0 ise denkleminin gergel kokiiniin bulunmadigini biliyoruz. iste, A < 0 durumunda denklemin sanal

iki kokl vardir.
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NOT:

Reel katsayili ikinci dereceden bir denklemde A < 0 iken kokler birbirinin eglenigidir.

derSdeO www .dersdeo.com

ogrenmenin en kolay yolu ol




ORNEK

x? — 4x + 5 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesini bulunuz.
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ORNEK

x? — 2x + 3 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesini bulunuz.
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Bir Karmagik Sayinin Mutlak Degeri (Modiilii)

Karmasik diizlemde, bir karmasik sayiya karsilik gelen noktanin baglangi¢ noktasina olan uzakhgina bu
karmasgik sayinin mutlak degeri veya modiilii denir ve |z| bigiminde gosterilir.

7 = a + bi Grafikte gorildugu gibi,
bloooooo. =
& 22 = a2 + b
rﬁ: > |lz| = Va2 + b? dir.
0 a "
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Mutlak Degerle ilgili Ozellikler

lz|=lz|=-2z=]-z|=]|-iz|[=]iz]

|z|*?=2z.Z

2iz5| = [z)] - |z,

Z . =g k0

zZ, Iz, ]

n € N olmak lzere, |2"| = |z|"

Izl = [zl < |2+ 2] < [z)] + |z

derSdeO www .dersdeo.com

ogrenmenin en kolay yolu ol




ORNEK

3 - 4

z= ="
— 1 =2V2i

ise |ZI ‘yi bulunuz.
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ORNEK

L (-0 (6-8)

ise |2| ‘yi bulunuz.
(2 +2i). (4 + 3i)
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ORNEK

Z=(3+4i).(l+ i\/?) ve |Z| =20 olduguna goére a ‘yi bulunuz.
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ORNEK

2 - 3i) . (5 + xi)
(3 + 2i)

=13 olduguna gore x ‘i bulunuz.
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ORNEK

(I-i).@-v6 i)|_ 6

G+ _T olduguna gore x ‘i bulunuz.
+ 4i
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ORNEK

|Z| —Z =2+ 4i olduguna gore Z ‘yi bulunuz.
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Karmagik Sayilarda Dért Islem
Karmasik Sayilarda Toplama iglemi

z,=a+tbi ve zy=c+diisez,+z, =(a+c)+ (b+d)i dir

z=2z +1z

2, = (ab)

=(a+ +
2, = (cd) } z=(a+tc,b+d)veOz zz, paralelkenardir.
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NOT:

z = a + bi karmasik sayisinin toplama islemine gore tersi, —z = — (a + bi) = —a — bi dir.
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Karmagik Sayilarda Gikarma islemi

z,=(a,b) ve z,=(cd)

z,-2,=2,+(-z)) =a—c+(b-d)i
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Karmagik Sayilarda Garpma iglemi

z,=a+bi ve z,=c+di ise
z,.2, = (a + bi) (c + di) = ac + adi + bci + bdi?

=ac +i(ad + bc) — bd
= (ac — bd) + (ad + bc)i dir.
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Karmagik Sayilarda Bélme iglemi

z,=a+bi ve z,=c+di,(z,# 0)olmak iizere

Z, i (a + bi)
z, BT (c+di)

olur. Bu durumda,

z; _ (a+ bi) (c—di)
z, (c+di) (c—di)

bulunur.
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NOT:
) z, = a + bi olmak iizere,

z.7=(a+bi) (a—bi)=a2+b? dir

2) z, = a + bi ¢arpma iglemine gore tersi z~'= dir.

a + bi

z-'= ~+b nin pay ve paydasini a + bi nin eglenigi olan a — bi ile carpalim.
L -i= | . (a— bi) _ a — bi _ a b i owr
(a+bi) (a—bi) a?+b? al+ b2 al+b?
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NOT:
(1+i)2=12+2.1.i+i2=1+2i—1=2idi
Benzer sekilde,

(I —i)2=-2i ve (-1 -i)2=2i olur.
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ORNEK

Z = (I +i)'°+ (I —i)é olduguna gére im(Z) ‘yi bulunuz.
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ORNEK

10

| +i
[ | _i isleminin sonucunu bulunuz.
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ORNEK

123

4+ 3i
3 _ 4 isleminin sonucunu bulunuz.
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ORNEK

2+i 2-i . . S
= - olduguna gore Z ‘yi bulunuz.
2—-i 2+

A
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ORNEK

V3 i W3 +i
+

V3 +i 3 -

isleminin sonucunu bulunuz.
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iki Karmagik Sayi Arasindaki Uzaklik

z, ve z, karmasik sayilarina karsilik gelen noktalari birlestiren dogru pargasinin uzunlugu, bu karmasik
sayilar arasindaki uzakhktir.

Y
z
d“ _____ 2 z, =a+ bi ve z, = c + di karmagsik sayilari arasindaki uzaklik
E z,Z, dogru pargasinin uzunlugudur.
d 22| = |z~ )| = |(c + di) — (a + bi)|
! | > =|(c—a)+i(d-b
5F - x (¢ —2) +i(d - b)]

=+ (c-a)?2 +(d-b)?
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NOT:

z=x+yi , z,=a+ bi olmak lizere,

* |z —zy| = r esitligi, merkezi (a,b) ve yarigapi r olan bir gember belirtir.

* |z —zy| <r esitsizligi, merkezi (a,b) ve yarigapi r olan ¢emberin ig bolgesini belirtir.
* |z —zy| > r esitsizligi, merkezi (a,b) ve yarigapi r olan gemberin dis bélgesini belirtir.

* r, <|z-z) <r, esitsizligi, merkezleri (a,b) ve yarigaplari r, ile r, olan gemberler arasindaki bolgeyi belirtir.
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ORNEK

|Z — 3 + 2i] = 2 olduguna gore Z karmasik sayisinin gorintisiini bulunuz.
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ORNEK

|Z + 2 —i|] < | olduguna goére Z karmasik sayisinin gériintlsini bulunuz.
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ORNEK

|Z — 3 + 2i|] 2 2 olduguna gore Z karmagik sayisinin goriintiisiini bulunuz.
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ORNEK

2 < |Z| < 3 sartini saglayan Z karmasik sayilarinin belirttigi bolgenin alanini bulunuz.
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ORNEK

|Z + 2 +3i| = |Z — | — 2i| denklemini saglayan Z karmagik sayilarinin goriintistni bulunuz.
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ORNEK
|Z — 2 + 3i| = | denklemini saglayan Z karmasik sayilarindan,

a) Reel eksene en yakin olanini bulunuz. b) Sanal eksene en yakin olanini bulunuz.
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ORNEK

|Z — 6 + 8i] = 12 denklemini saglayan Z karmasik sayilarindan,
a) En kugik |Z| ‘yi bulunuz.

b) En blyiik |Z| ‘yi bulunuz.
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ORNEK

|Z| < 3 denklemini saglayan Z karmagik sayilari igin,
a) En kugiik |[Z — 8 — 6i| ‘yi bulunuz.

b) En blyiik |Z — 8 — 6i| ‘yi bulunuz.
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ORNEK
|Z — | + 3i] = 4 denklemini saglayan Z karmasik sayilari igin,
a) En kigik [Z — 9 — 3i| *yi bulunuz.

b) En blyiik |Z -9 — 3i| ‘yi bulunuz.
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Karmagik Sayilarin Kutupsal Bigimi

Z = a + bi karmagik sayisinin karmasik diizlemdeki goriintiisii yanda gizilmistir.

A~
|OZ| = |z] = r ve m(ZOA) = a olmak lizere ZOA dik liggeninde,

[OA] a » a = |z|. cosa
cosa = = » a=|z].
1OZ] ||
sina = ZAl _ b > a=|z|].sina di
0z ~ T s 4
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Bu degerleri z = a + bi karmasik sayisinda yerine yazarsak,
z=a+bi=|z|].cosa+i.|z|.sina=|z|(cosa + isina) esitligini elde ederiz.
Bu yazilisa z = a + bi karmagik sayisinin kutupsal (trigonometrik) gésterimi denir. Bu gésterim kisaca,

z = rcisa bigciminde de gosterilir.
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Bir Karmagik Sayinin Kutupsal Koordinatlari

Y
Yandaki sekilde OZ dogrusunun x ekseniyle yaptigi pozitif yonlii agiya z 4
karmagsik sayisinin argiimenti denir.
z =a+bi
b b e R '
cosoL = —— , Sink=—— veya tana = — |z|= !
2| 2| a |
T .. . o [ -
esitliklerini saglayan a gergek sayisi, z karmasik sayisinin arglimenti olup >
b e s O A(a,0)
arg(z) = a bigiminde gosterilir.
k € Z olmak Uzere; Olglst a + k . 21 olan agilar, z karmasik sayisinin
argiimentleridir. Buradaki a gergel sayisi z’nin esas argiimentidir.

Bir karmagik sayinin, mutlak degeri ile esas arglimentinin olugturdugu sirali
ikiliye bu sayinin kutupsal koordinatlari denir ve (|z|, o) veya (r, a)
biciminde gosterilir.
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ORNEK

Asagida verilen karmasik sayilarin arglimentlerini bulunuz.

a) Z=1+i

b) Z= -3 +i
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)2 — 2V 3i

d 2

g) -—5i
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ORNEK

+ 7
Z= ArA ise  Arg(Z) ‘yi bulunuz.
4+ 3i
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ORNEK

—4 + 6i
L= ——— ise Arg(Z) ‘yi bulunuz.
3+2i
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ORNEK

2+2V3
Z= -—\/—- ise  Arg(Z) ‘yi bulunuz.
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ORNEK

Z =a + | + 2ai olduguna gore, Arg(Z) = T isea ‘y1 bulunuz.
4

derSdeO www .dersdeo.com

ogrenmenin en kolay yolu ol




ORNEK

Asagida verilen karmasik sayilari kutupsal bigime ceviriniz.

a) Z=-1-i

b) Z= 243 -2i
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Q) Z= —4+ 443

d Z=4

e) Z=-75i
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Kutupsal Bicimde islemler

Toplama ve Cikarma islemi

Kutupsal bigiminde verilen iki karmasik say1 toplanir veya gikarilirken reel kisimlari kendi aralarinda,
sanal kisimlari da kendi aralarinda toplanir veya gikarilir.

z, = r|(cosa + i sina)

Z, = ry(cosP + i sinB) olmak uzere;

z, + z, = (r,cosa + rycosf) + (r;sina + rysinp)i
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Garpma ve Bélme islemi
z, = r,(cosa + isina) ve z, = r,(cosP + i sinP) ise,
Z,.Z,=r,.r,[cos(a + B) +isin(a + B)]

zy _ N -
72 =T, [cos(a—B) +isin(a—B)] dir.
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Bir Karmagik Sayinin Kuvveti

De Moivre Kurali

z = r(cosa + isina) ise, V n € N icin z = r ( cos(n.a) + + isin(n.a) dir.

derSdeO www .dersdeo.com

ogrenmenin en kolay yolu ol




NOT:

argz = a ise,
arg(-z) =m+a
arg (z)=2m-a

arg (z =2m-a dr
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ORNEK

M3\ clarmin
(=1 +4/3i)” isleminin sonucunu bulunuz.
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ORNEK

(—\/? + \2i )6 isleminin sonucunu bulunuz.
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ORNEK

Z, = 2cis30 ve Z, = 4cis60 olduguna gore Z, — Z, farkini bulunuz.
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ORNEK

Z, = 2cis|5 ve Z, = 2cis75 olduguna gore Z, + Z, toplamini bulunuz.
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ORNEK

Z .Z
Z,=2Cis70 Z,=6.Cis40 Z; = 3.Cis50 olduguna gore ITZ isleminin sonucunu bulunuz.
3
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ORNEK

Z,=3.Cis25 Z,=2Cisl0 ise Z2 . Z,* isleminin sonucunu bulunuz.
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y 1Z)] =3

|Z,| =2 ise Z, . Z, igleminin sonucunu bulunuz.

70XA 70°
» X
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ORNEK
Z,=2.Cis 40

Z, =3 . Cis 130 olduguna gore |Z, — Z,| isleminin sonucunu bulunuz.
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ORNEK

Z, = 3. Cis220

Z, = 4. Cis340 olduguna goére |Z, — Z,| isleminin sonucunu bulunuz.
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NOT:

z, = a *+ bi karmagsik sayisinin karmasik diizlemdeki goriintisu A(a, b) olmak lizere;

A arg( z — z) = 0 kosulunu saglayan z karmagik

K sayilarinin goruntisi, AK yari dogrusudur.
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ORNEK

Arg(Z+ | +i) = ise Z karmasik sayisinin goruntusuni bulunuz.
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ORNEK

Arg(Z+ | -i) = ise Z karmagik sayisinin goruntusunu bulunuz.
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ORNEK

T
Arg(Z+|—i)=T

™
Arg(Z + 2i) = 4 olduguna gore Z ‘yi bulunuz.
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ORNEK

|Z] = 1| ve Arg(Z) = 20° olduguna goére Arg(Z+1) ‘i bulunuz.
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ORNEK

|Z — 4i| = 2 kosulunu saglayan Z karmasik sayilarindan,
a) En kugiik Arg(Z) ‘yi bulunuz.

b) En blyiik Arg(Z) ‘yi bulunuz.
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ORNEK

Asagidaki karmasik sayilarin esas arglimentlerini bulunuz.

a) Z =sin40 + icos40

a) Z=-cosl0—isinl0

c) Z=sin20 —icos20
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ogrenmenin en kolay yolu ol




d) Z =1 + cos40 + isin40

e) Z=—| + cos50 + isin50
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ogrenmenin en kolay yolu ol




Bir Karmagik Sayinin Kokleri

z = r [cosB + isin@] karmasik sayisinin n. dereceden kokleri

—e+k'2"+isin _9+k.21'r) dir.

il
=rn (cos
n n

W, =1z

(k=0,1,2,3,....,n=1)
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ogrenmenin en kolay yolu ol




Ornegin z = rcis® karmasik sayisinin karekokleri

| L
Z2=r2 ciswolup

k=0iginw0=\/r cis%

k=1iginw, = Vr cis <% +1-r>
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ogrenmenin en kolay yolu ol




Z’nin kupkokleri

k =0 igin w0=3\/r cis%

k=1liginw, = \/—CI <% Tn>

LI
k=2iginw,= \/_CI< Tj tar.
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ogrenmenin en kolay yolu ol




Sifirdan farkh z = rcis@® karmasik sayisinin

* n. dereceden n tane kokii vardir. Bu kokler karmagik diizlemde, merkezi baglangi¢ noktasi, yaricapi

360°
n

araliklarla siralanirlar.

\Vr olan cember tzerinde
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ogrenmenin en kolay yolu ol




»
»

Wo
Jr,
180° .
/J —> X > X
Wi
Z = rcis® nin Z = rcis® nin
karekokleri kiipkokleri
Wo , W) Wo, W, W,
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ogrenmenin en kolay yolu o!




ORNEK

Asagidaki sayilarin karekoklerini bulunuz.

a) Z=2+213i b) Z=—4+413i

derSdeO www .dersdeo.com

ogrenmenin en kolay yolu ol




ORNEK

Asagidaki sayilarin kiupkoklerini bulunuz.

a) Z =4—413i b) Z = 8i
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ogrenmenin en kolay yolu ol




ORNEK

Z =— 16 ise Z 'nin 4. dereceden koklerini bulunuz.

derSdeO www .dersdeo.com

ogrenmenin en kolay yolu ol




ORNEK

Z=-5+ 12iise Z ‘nin karekoklerini bulunuz.
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ogrenmenin en kolay yolu ol




ORNEK

Z = | - 3i sayisinin karekokleri W, ve W, ise W2 — 3 W, . W, + W,2 isleminin sonucunu bulunuz.
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ogrenmenin en kolay yolu ol




Bir Karmasik Sayinin Orijin Etrafinda Dondiiriilmesi

z = r(cos@ + isinB) sayisinin orijin etrafinda pozitif yonde a kadar dondiiriilmesi ile elde edilen sayi z, ise,
z, = r(cos(® + a) + isin(6 + a)) olur.

z sayisinin orijin etrafinda negatif yonde a kadar dondiiriilmesi ile elde edilen say z, ise,

Z, = r(cos(6 — a) + isin(6 — a)) olur.
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NOT:
z = rcis 6 karmagik sayisinin orijin etrafinda pozitif yonde a kadar dondiiriilmesi ile elde edilen
karmagik sayi1 z, = rcis(8 + a) oldugundan, z; = rcis(6 + a) = rcis6 . cisa = z . cisa bigiminde ifade

edilebilir.
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ogrenmenin en kolay yolu ol




ORNEK

Z=—\3+i karmasgik sayisini pozitif yonde 240° dondiiriirsek hangi karmasik sayiy1 buluruz?
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ogrenmenin en kolay yolu ol




